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KLASICNI USLOVI PLASTICNOG TECENJA TLA I OPRAVDANOST
NJIHOVE PRIMENE U ODREDIVANJU
OPTERECENJA LOMA TLA

Miroljub Samardakovié¢

U radu se ukazuje na znadaj i ulogu uslova plasti¢nog tefenja u neline-
arnom modeliranju materijala na bazi teorije plastiénosti i opisuje se opSti
uslov tedenja za izotropan materijal sa osvrtom na fenomen ojacavanja. Dati
su klasi¢ni uslovi tedenja tla i izveden novi oblik uslova Mohr-Coulomb-a
kao op$ta funkcija tedenja iz koje proizilaze ostale kao specijalni sluCajevi.
Na osnovu optereéenja loma tla sradunatog metodom konacnih elemenata za
razne uslove tedenja i eksperimentalnih rezultata iz literature, zakljuCuje se
o opravdanosti primene pojedinih uslova u odredivanju nosivosti tla.

UVvVOoD

U teorijskom (analitickom, numeri¢kom) tretiranju geotehnickih proble-
ma osnovni problem je odabrati tzv. konstitutivne zakone tla. Oni su pred-
stavljeni relacijama izmedu fizi¢kih veli¢ina kao Sto su naponi, deformacije
i vreme i invarijantne su od transformacija koje se odnose na pravougli
koordinantni sitem (Thomas, 1961). Razli¢ite Seme za definisanje konstitu-
tivnih zakona tla kao nelinearnog materijala za sada prikazuju krivu napon-
-deformacija koristeéi: a) metod podesnih krivih, interpolacije ili matemati-
¢kih funkcija, b) teoriju nelinearne elasti¢nosti i c) teorije idealne plasti¢nosti
i plastiénosti sa ojadavanjem dok postupak obuhvatanja fenomena slabljenja
jo$ nije razvijen.

U Mehanici tla teorija plasti¢nosti se primenjuje pre svega radi razmat-
ranja stanja napona u tlu plastiénog stanja, na osnovu ¢ega se reSavaju prob-
lemi stabilnosti tla (nosivost, pritisci na objekte, stabilnost prirodnih i veSta-
¢kih kosina). U teoriji plastiénosti tla uvedene su idealizacije kao na Sl. 1.

Prvo je uveden krutoplastiéan model (abc), zatim elastoplasti¢an (adc)
a onda elastoplasti¢éan sa »ojadavanjem« (ade) i elastoplastican sa »slablje-
njem« (adf), koji vernije prikazuju stvarno ponaSanje tla posmatranog kao
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deformacija

Sl. 1. Idealizovane deformacione krive tla

deo objekta ili modela ili kao uzorak u konvencionalnim i modernim labora-
torijskim ogledima. O¢igledno je da je od fundamentalnog znacaja za pri-
menu toerije plasti¢nosti odrediti uslove u kojima se tlo nalazi u tackama
b, d ili k, posle kojih nastaje nepovratan deo deformacije. Tlo tada pri vrlo
malom povecanju napona »popusSta« i pocinje plastitno da se deformiSe a
rezultat je sukcesivno deformisanje koje moZe biti definisano kao »tefenje«.
Posle granice popustanja (u literaturi granica teCenja) deformacije se poveéa-
vaju dok ne dode do razaranja stvaranjem jasno odredenih povrsina razdva-
janja u materijalu ili dok pomeranja nekih tacaka ne postanu toliko velika da
bivaju Stetna. U oba krajnja slucaja kaZe se da je dosSlo do »loma« Dakle,
razlika jzmedu popustanja i loma tla moZe se pojednostavljeno potraziti u
definiciji opSteg stanja tla za vreme deformacija pod optereéenjem i u posle-
dicama deformisanja, U »krtim« materijalima ili, bolje refeno, u materijalima
koji su u krtom stanju (a pod odredenim uslovima takav moze biti svaki ma-
terijal) (Gastev, 1966), dogada se razaranje tj. lom tako reéi bez popustanja
dok se u »zilavim« materijalima lom dogada bez razaranja.

U nekoherentnom, zbijenijem tlu plastiéno popustanje i tefenje ima
malj udeo u lomu. Zbog toga se smatra da se u ovom tlu dogada lom razara-
njem i da su za odredivanje uslova (ne)stabilnosti merodavne teorije loma.

U koherentnom tlu, zbog drugacije strukture i testure, dogada se sukce-
sivno plasti¢no popu$tanje (moze se re¢i progresivan lom) usled velikih defor-
macija, pa je lom posledica tedenja a ako se jave zone smicanja one imaju
drugaciji karakter od onih u nekoherentnom tlu. Kod koherentnog tla krive
napon-deformacija zavisne su od vremena i temperature vise nego kod neko-
herentnog tla a kako je poznato postoje i mnogi drugi uticajni faktori.

Zbog zrnastog sastava tla plasti¢ne deformacije su rezultat medusobnog
pomeranja (kotrljanja i klizanja) zrna i ono se dogada usled dejstva pre svega
smi¢uéih napona. Ovakve deformacije ostaju nepovratne zbog trenja izmedu
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zrna. Tako je za tedenje i lom tla merodavna évrstoca na smicanje T; koja bi
kompletno bila prikazana (Mitchel, 1976) kao

t=Fle. 0/ C o ¢/H.T s oS}

gde su: e — koeficijent poroznosti, @  — efektivan ugao unutrasnjeg trenja
C — sastav, o — efektivan normalan napon na povrsini smicanja, ¢’ —
efektivna kohezija, H — istorija optereéenja, T — temperatura, gie —
veli¢ina i brzina deformacije i S — struktura tla. Ovakvu jednadinu za tacku
b ili d (sl. 1) nemoguce je dobiti. Zato se uslov tefenja jos uvek vezuje za
eksperimentom odredena stanja napona u ta¢ki ¢ija okolina pocinje da popusta
i u opitem sludaju iskazuje kao funkcija komponentalnih napona ili, za izo-
tropan materijal za koji orijentacija glavnih osa nije od znacaja, glavnih nor-
nalnih napona za stanja koja odgovaraju tackama b ili d.

Ako su 5y, 0y i o3 glavni normalni naponi u tacki tela, ovakvo stanje
napona moZe se grafitki prikazati u tzv. Haigh-Westergaard-ovom prostoru

napona, sa ortogonalnim koordinantnim sistemom o4, 0s, 03  (Mendelson,

bl

1968, prema Westergaard-u, 1920), $to omogudava brzi uvid u odnos izmedu
algebarskih veli¢ina glavnih napona i stanja napona.

PRIKAZIVANJE STANJA NAPONA
U PROSTORU GLAVNIH NAPONA

Ako stanje napona u nekoj tacki mase tla karakteriSu naponi oj, G, O,
u prostoru napona kao na sl. 2 ovakvo stanje prikazano je »tackom napona« C.

G+, +6,=13OM

\ ‘\/ 55
G, 4
\/<0 Gs e e
deviatorska ravan

6, (6,+G,+G3=0)

Sl. 2. Tac¢ka napona (C) u prostoru napona
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Ako je sekularna jednaéina data u obliku
2 — .
oia___llci ‘—-'[20'-1—- 13—0 (1=3,2.3)

tada su invarijante tenzora napona za ovo stanje napona

I1=0; +0,+ 04 (1)
Ip=—(0,95 +0304+040y) -
Tg=0,9,%; . ®)

a invarijante tenzora devijatorskih komponenti napona

Jf—-‘O )
2
Jg=(16)[to1—0 ) 240y — a5) %+ (05— 912 | =T, +1)/5. )
3
J3=(01"‘P) (0g —p) (}Oa_p)z;la—f» 1112/3-+211,27 6)

gde je srednji napon, koji se moZe posmatrati kao invarijanta,
p=(0;+oy+05) /3 =T/s ™
Pored p kao novu invarijantu uve$éemo i generalisani napon smicanja
a=(1/V2)|(03=0 2+ (03—04)24(0,—q)2 ]| "= V3T, ()
Kako su oktaedarski naponi
Toct=1,/3 ®)
toet (18] op 03P + (3, 032+ (0g—0y2 |0 5
=(1/8) 202 +513)*° (©)

to su veli¢ine sferne (hidrostati¢ke, 6M) i devijatorske ((56’ = 1\-/1-(:3) kompo-
nente vektora napona odredenog tackom C

oM=V 3 dpct= (13 )L;=/3p (10)

oc’=V3ract=V2J5= 2/3 q (11
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Sferna komponenta »utife« na promenu zapremine elementarne prizme
u okolini tacke C(ije stanje napona posmatramo, a devijatorska »dovodi« do
promene oblika prizme, dakle do ugaonih deformacija koje karakteri$u plas-
tiéno tedenje. PoSto tlo nema jednaku évrstoéu pri kompresiji i ekstenziji po-
trebno je da uz veliéinu devijatorske komponente budu poznati i njen pravac
i smer pri mogucoj rotaciji oko hidrostati¢ke ose, na osnovu kojih zakljuéu-
jemo o vidu naponskog stanja. Zbog toga se poloZaj tatke C posmatra preko
njene projekcije (C’) u devijatorskoj ravni (Sl. 3) na koju se koordinatne ose
projektuju kao (5y), (0s) i (o).

&)

Sl. 3. Projekcija u devijatorskoj ravni

Polozaj C’ odreden je napred datom veli¢inom ocC i uglom © koji se
moze nazvati »uglom vida naponskog stanja« (Kafanov, 1956) ili »uglom
Lode-a« (Nayak i Zienkiewicz, 1972, prema Lode, 1926).

Kao pogodna alternativa treéoj invarijanti (J;) on moze biti odreden iz

sin36=3)313/2)7, =27 J3/2q? (—x/6< o< /6) (12)
Naylor (1978) prema Hill-u (1950) nanosi ovaj ugao od ravni o; = - o4

a veli¢ina zavisi od koeficijenta napona (parametra Lode-a) Jy:
tg@==~ (/)8 10y =—(1/)3) (205=0;—04)/ (0, ~ 34 (13)
Kako se vidi, stanje napona tj. polozaj tatke napona C prikazan je

jednadinama (10), (11) i (12) i zavisi od standardnih invarijanti odnosno od
invarijanti p,q i©.
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Napomene: U radu je napon pritiska pozitivan a zatezanja — negativan, sa-
glasno uobidajenom oznadavanju u Mehanici tla. Invarijanta q je pogodna, jer
za stanje 5, =— o3 pri konvencionalnim triaksijalnim ogledima q = oy — o3
Vodeéi raduna o uticaju parnog pritiska vode, u skladu sa principom efektiv-
nih napona, sve oznake za napone odnose se na efektivne napone.

OPSTI USLOV TECENJA

Ako prema sl. 1. zanemarimo sekundarne fenomene (petlju histerezije
koja je posledica neelastiénog ciklusa rastereéenja i ponovnog opterecenja,
Bausingerov efekat, istoriju prethodne deformacije pri kojoj pocetno izo-
tropan materijal usled privilegovane orijentacije zrna u zoni ojacavanja
postaje anizotropan, efekte vremena i brzine deformacije, viskozne deforma-
cije, uticaj toplote i toplotnog reZima), za elementarnu prizmu homogenog i
izotropnog materijala za koju je stanje napona o;, 0oy 03 odredi¢emo neku
skalarnu funkeciju f takvu da f ( oy, 05, 05) < O odgovara elastinom stanju
materijala a

t{ay,05.05 =0 (14)

odgovara pocetku nepovratnih deformacija. Funkcija (14) predstavljace »uslov
te¢enja (plasti¢nosti)«, Stanja napona f > O za elastidan materijal su isklju-
¢ena.

U prostoru glavnih normalnih napona uslov tefenja predstavljen je
tzv. »povrS§inom tecenja (plasti¢nosti)«, ¢iji presek sa devijatorskom ravni
nazivamo »linijom tecenja«.

Ova povrSina je za krutoplasti
tan i elasto-plastidan materijal fiksna
(povrsina A na sl. 4) a za elastoplasti¢an
materijal sa ojadavanjem uslov tecenja
se menja kako se nepovratna deforma-
cija nastavlja tako da posle pocetne
povriine tecenja ima tekucih, sve ve-
¢ih (napr. povrsina B).

Ako za stanje napona na ovoj povrsi-
ni prirastaj napona do; bude usme-
Gs ren van povrsine, on ¢e proizvesti do-
datnu nepovratnu deformaciju i novo
ojadavanje sve dok se ne ostvari nedo-

zvoljeno velika deformacija ili ne is-
crpi ¢vrstoéa i dode do loma.

Sl. 4. Povrsine tedenja
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Na Sl. 4. prikazani u i moguéi pravci i smerovi prirastaja napona za
pojedine materijale. Prirastaji u pravcu tangente ne utiéu na stanje defor-
macije.

Za elastitan materijal sa ojadavanjem uslov tedenja bi imao oblik

£(01.05.03.E )= (15)

gde E predstavlja sve parametre oja¢avanja koji se razli¢ito prikazuju i u
najvise sludajeva su funkcije istorije naprezanja i deformisanja.

Princip najveéeg plastiénog rada (napr. Salencon, 1974, prema Hill-u,
1950) ukazuje da je povrSina tedenja konveksna i da je vektor prirastaja
plasti¢ne deformacije (d sf; — dsij — def; ), u prostoru & &, &
koji se za izotropno tlo poklapa sa prostorom napona, spoljaSnja normala
povr§ine tecenja (S1. 4).

Kako za ovakav materijal uslov tefenja ne zavisi od pravaca glavnih
napona i, naravno, od njihove numeracije, on je simetri¢na funkcija o; oy
i o5 sa hidrostatickom osom kao osom simetrije. PoSto su invarijante stanja
napona funkcije glavnih napona, to uslov teenja piSemo kao f (I4, I, I3) = O
ili, §to je isto, kao

1. 0,,0,) =0 (16)

Kad ta¢ka napona C na Sl. 2 i Sl. 3 odgovara stanju napona na granici
plastiénosti, onda ivnarijante p, q i ® (koje odgovaraju invarijantama I4
Jo 1 J3) mogu da posluZe za analizu oblika povrSine tefenja jer je tatka C
na njoj. Uslov tecenja (16) postaje

f(p.gq.e =0 o))

Ako se u (16) ili (17) ne javlja I; jer vrlo malo uti¢e na promenu
oblika elementarne prizme, uslov f (Jy, J3) = O predstavlja cilindar sa izvod-
nicom paralelnom hidrostati¢koj osi kao osi simetrije a oblik linije telenja
zavisi od Jy i Jg3, i to, pre svega, od razlike ‘glavnih napona. Za materijal
koji se ponaSa jednako pri pritisku i istezanju lako se pokazuje (Kacanov,
1956, Radnkovi¢, 1960, Mendelson, 1968) da linija telenja umesto tri ose
(o1), (o) i (o3) ima Sest osa, simetrije (Sl. 5), da je konveksna i ima isti
oblik u svakom od dvanaest sektora od 30° i da leZi izmedu Sestougaonika

upisanog i opisanog za krug poluprednika OC’ = }/2/3 .q.

Ako se zanemare I; i J; odstojanja tadaka napona od hidrostatitke
ose su jednaka i ne zavise od © pa uslov f (Iy) = O predstavlja rotacionu
povrSinu — kruzZni cilindar.
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Sl. 5. Opsti oblik linije teenja za idealan materijal

Kad ne ucestvuje invarijanta J3 uslov f (I, Jo) = O predstavlja rotaci-
onu povrsinu — konus ili rotacioni paraboloid sa temenom u oktantu negati-
vnih-zateznih glavnih napona, u kome zahvata mali deo prostora o;-- oy -3
< 0, $to odgovara fizi¢kom ponaSanju tla.

U oktantu pozitivnih glavnih napona prostor f (I, J9) << 0, ogranilen
kao i ostali razlikom glavnih napona, nije zatvoren. To ne odgovara fizickom
ponasanju tla u kome veliki naponi uzrokuju plastifikaciju zrna na kontaktu
sa ostalim a onda i lom zrna tako da lom tla moZ%e da nastane i pri hidro-
statickom stanju napona.

KLASICNI USLOVI TECENJA TLA

Kako je dobro poznato, od klasi¢nih hipoteza tefenja-loma nije opravdano za
tlo primeniti hipoteze najveéeg normalnog napona, najveée dilatacije i naj-
vecteg deformacionog rada.

Autori i istraZzivaci u teorijskoj i primenjenoj Mehanici tla pokazuju
da od klasi¢nih hipoteza za razne vrste i stanja tla najvi$e odgovara uslov
loma Mohr-Coulomb-a.

Zbog jednostavnije primene (narodito u numeri¢kom re$avanju proble-
ma stabilnosti) ima smisla primenjivati i hipoteze najveéeg napona smicanja
(Tresca-e) i najveéeg rada na primeni oblika (Von Mises-a). Newmark (1960)
vr8i podetna uporedenja ovih uslova, op$ti uvid u ovu problematiku za tlo
daju Yong i Warkentin (1975) a detaljno uporedenje i pro$irenje poslednja
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tri uslova loma ¢&ine Bishop (1966, 1971) i drugi autori. Chen (1975), Zienkiwicz
i dr. (1975), Zeinkiewicz i Pande (1975), Christian i Desai (1977), Zienkiewicz
i Humpheson (1977), Zienkiewicz i dr. (1977) i Naylor (1978), ¢ije radove kori-
stimo u daljem izlaganju, ova tri uslova loma prosiruju, uopStavaju, prime-
njuju u numeri¢kom reSavanju problema stabilnosti i uporeduju takva re-
Senja. Prikazacemo ovde neke od posebnih uslova i povrsina tefenja, aktuelne
u definisanju grani¢nog stanja i plastiénog ponasanja tla.

a) USLOV TRESCA-E

Posto eksperimenti pokazuju da za (pocetno) izotropan materijal u
kome- se ne dogada krti lom funkcija tedenja zavisi samo od devijatorske
komponente tenzora napona, ona se za 0y _> 0y _>03 daje kao

oy=03 =|2k| i Ctmax ={k| {18)

u kojoj srednji glavni napon ne udestvuje.

Ako obeleZavanje glavnih napona nije vezano za njihove veli¢ine, uslov
(18) moze da se uopsti kao

t=[oo J2—ak® | [(04=7g)3=ak2][log—oy ) 2—ar? | =0 (19)
koji je u prostoru napona predstavljen Sestostranim cilindrom sa hidrostatic-
kom osom kao osom simetrije. Njegov presek sa devijatorskom ravni je
pravilan Sestougaonik sa stranom 2k V273_(Sl. 6). Ako je pri cistom smi-
canju uzorak podeo da tefe pri naponu o a pri linearnom stanju napona
pri or tadajek =6, = o7 /2

Prager i Hodge (1951) pokazuju da je uslov Tresca-e

t— 473 —2732 —36 k272 + 96 k¥J, —64 k6 =0 (20)

ali Salencon (1974) tvrdi da ovako dat uslov nije tadan, da zatvoreni oblik
tipa f(J2, J3) = O ekvivalentan (20) ne postoji ali i da nije od prakti¢nog
znacaja.

b) USLOV VON MISES-A

Za isti materijal najjednostavniji oblik uslova tefenja zavisan od devija-
torske komponente tenzora napona dat je kao

f=J,—kZ=0 (21)

i predstavljen prema ranijem tumacenju rotacionom povrs$inom-kruznim cilin-
drom sa hidrostati¢kom osom kao osom simetrije i polupreé¢nikom r = k [/—2‘
Ako je or merodavna ¢vrstoéa materijala onda je k = or / ]/_3 pa je cilin-
dar Von Mises-a »opisan« oko cilindra Tresca-e. Za merodavnu &vrstoéu o
kruzni cilindar je upisan, $to se u devijatorskoj ravni vidi kao na Sl. 6.
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TRESCA

VON MISES

Sl. 6. Povrsine Von Mises-a i Tresca-e projektovane na
devijatorsku ravan

¢) USLOV MOHR-COULOMB-A
Zanemarivsi uticaj srednjeg glavnog napona i usvojivsi linearnu vezu
izmedu normalnog (on )i smicuceg ( T, ) napona u ravni tedenja-loma, moze
da se napise
[Tnl=c+ o tay (22)
gde je kohezija (c) odse¢ak ove prave na osi Tn na dijagramu (o,, Ta ). @
ugao unutrasnjeg trenia ( ) ugao nagiba prave prema osis, . Uslov (22) ima i
poznati oblik

01-03=2c COS,@"‘" (01+03)Sinz (23)

koji, analogno uslovu (20), moze da se izrazi funkeijom

f = {(51 —ay)%—|2c cosF+ (o) +0,) Si”@}z} %
{(0‘2—03)2~[20 cos D+ (0, +g) s;'n@]z} x

[(03—01)”—-[20 co8 J+ 193 + 0, )sin Q]2}=° (24)
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Ovaj uslov u prostoru napona predstavljen je Sestougaonim rogljem
sa tri ravni simetrije odredene hidrostatickom i po jednom koordinatnom
osom, Za (f = O ova povriina postaje ekvivalentna povrSini Tresca-e. Para-
metri &évrstoée ¢ i (7 odreduju se standardnim geomehanickim ogledima,

Presek Mohr-Coulombovog roglja i ravni simetrije o = o3 kao i
sa devijatorskom ravni, u toj ravni simetrije dat je na SL 7.

N¢ = “}392(45:-%-)
00, = ¢ a@fz

0B _ 3-5ind
A d+sin®

6& = Gzy—é e 63‘{2

S1. 7. Presek Mohr-Columb-ove povrsine
i ravni simetrije 65, = o3

Za uporedenje navedenih povrsina tefenja date su njihove linije teCenja

@)

u devijatorskoj ravni na Sl. 8.

0. = GYZ C cos ————-Sjm

VON MISES © . Yo c oo
V3+sirt
TRESCA ;

T_ A e o
MOHR COULOMB ®\ &b _ wsg- wneSie

0A  cos6 - %s‘nes«@

SL. 8

Sl. 8. Linije tefenja za razliCite uslove tecenja
u devijatorskoj ravni 54 -+ 0y -F o5 = O
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d) PROSIRENI USLOV TRESCA-E

Posto uslov Mohr-Columb-a obuhvata uticaj hidrostati¢kog pritiska
preko I; i kao takav viSe odgovara za tlo nego jednostavniji uslov Tresca-e
(pogodniji za metale), Drucker (1953) uvodi povr$inu teenja u obliku pravil-
nog Sestougaonog roglja. On lezi u roglju Mohr-Columb-a i ima zajednidke
tacke sa njim za oy = o0y, 0y = O3 | 03 = oy tj. pri ravnoj deformaciji.

Ovaj uslov moZe biti napisan kao:

f={('°.1‘"”2)2‘ [C+—§—(ol+az+o‘3)]2} x

2

{(02—03) «-[c—f—

mlw

(01+ o, +03)J‘2 }x

2 ’
{(03——‘01) f{c+——§-(dl'§'02+03)}2}= 0 (24°)

gde je c kohezija a k zavisi od Sin () .
e) PROSIRENI USLOV VON MISES-A

Onako kako je Von Mises »upisao« svoj cilindar u cilindar Tresca-e
tako su Drucker i Prager (1952) uveli proSireni uslov Von Mises-a, predstav-
Ijen pravim kruznim konusom upisanim ili opisanim oko roglja proSirenog
uslova Tresca-e (saglasno Sl. 6).

Uslov se moze napisati kao

k 12
(9179502 + 04— 04 )24 05— =] ¢ +5 (7119 +9%] (25)
ili u orignalnom obliku
f=—alyj+ V72~k=0 (26)

gde su o i k konstante materijala. Kako je uobitajeno da se &vrstocéa tla
iskazuje prema Mohr-Coulomb-ovom uslovu, odnosno preko kohezije i ugla
unutra$njeg trenja odredenih konvencionalnim geomehani¢kim ogledima, to
a ik zaviseod (Jiec.

Uslov (26) naziva se i uslov Drucker-a i Prager-a a prikazan je konusom
koji predstavlja uops$tenje i zaobljenje neprirodno izlomljene povriine tetenja
Mohr-Coulomb-a i to za slufaj ravne deformacije. Tada su parametri

o e L1 PP 1 @)

V3(3+sin2g) V3(3+4tg20)
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CV—ECOS Q - V_3 ¢ (277)

Vs+sin2 g Vs tate?o
a konus je upisan u rogalj Mohr-Coulomb-a. Iz (26) se vidi da se za o = O
konus redukuje u cilindar Von Mises-a.

Na Sl. 9 grafi¢ki su prikazani klasi¢ni uslovi tedenja tla i njihove mo-
guénosti za obuhvatanje uticaja unutra$njeg trenja.

k=

Tresca (@-o) Von Mises (@-0)

prosireni
%" \on Mises

(@>0)

S1. 9. Klasi¢ne povrsine tecenja tla

OPSTI OBLIK KLASICNIH USLOVA TECENJA TLA

Ako glavne normalne napone odredimo preko invarijanti p, g i
— m/6 << ©® << /6 iz (7) i (") i (12) uz Sl. 3. dobiéemo

ol : sin(—e + 2:!/3 P

2 .
%, =—3—q sin(—g@) + P (28)
o3 sin(—e+ 41/3) p

Kad ove izraze za napone unesemo u bilo koji uslov tefenja on postaje
funkcija invarijanti p,q i © . Ova funkcija ima jedinstven op$ti oblik u
kome se veli¢ine parametara menjaju zavisno od uslova tedenja.

Ako napone iz (28) uvrstimo u (23) dobi¢emo uslov tedenja Mohr-
Coulomb-a

f=q — Mp—N=09 29)
Mzssinﬁ/(ﬁcose—ﬂnesing) (30)

N— 3ccos/(V3cos0—sin8 sind | (307)
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Funkcija (29) predstavlja opsti oblik navedenih klasi¢nih uslova tefenja

tla, jer za ©® = const dobijamo izvodnicu Mohr-Coulomb-a (kao uslova koji
najvise odgovara za tlo), a kad nju usvojimo za izvodnicu konusa, koji je
funkcija p,q i © = const, dobijamo proSireni uslov Von Mises-a. Ostaje,

dakle, da se opredelimo za © koje odgovara vrsti naprezanja tla i da onda u
numeri¢ki aparat za reSavanje problema stabilnosti umesto uslova Mohr-
~Coulomb-a uvedemo jednostavniji prosireni uslov Von Mises-a.

Na Sl. 10 prikazana je linija tedenja »I« Mohr-Coulomb-a i njene zaob-
ljene aproksimacije za prosireni uslov Von Mises-a, dobijen za karakteristi¢ne
vrednosti © . Isti uslovi prikazani su i u vidu karakteristiénih pravih ana-
logno Coulomb-ovoj pravoj.

Za © =— /6 Sestougaonik roglja »l« se redukuje u krug konusa »2«,

koji se moZe nazvati konus aksijalne kompresije. On se sa rogljem Mohr-
Coulomb-a poklapa po izvodnicama kroz spoljasnje uglove roglja, &ije tacke
odgovaraju lomu pri aksijalnoj kompresiji u triaksijalnom aparatu.

Za © — — 1/6 povriina (29) se redukuje u konus sa krugom »4« koji
je nazvan konusom aksijalne ekstenzije. Izmedu poslednja dva uslova je tzv.
kompromisni konus »3«.

Konus »5« nazvademo konus Drucker-a i Prager-a jer ima istu funkciju
tedenja. On je »upisan« u rogalj Mohr-Coulomb-a i predstavlja donju gra-
nicu ove povriine. Dobija se minimiziranjem (29) u zavisnosti od ©, a naj-
manja vrednost f postiZe se za

N S .
8@ =2arc tg[(V‘3#V3+ sing) /sin (1] (31)

23
[
5
M
1
N
P
1
2sin®
1
T2Ccos?
(6,+G4)/2

S1. 10. Opéti (linearizovani) i pribliZni (zaobljeni) oblici
uslova tecenja (29)
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Funkcije tefenja za uslove »l« — »b« mogu se, prema jednaéini (29) ispisati
sa vrednostima parametara datim u tabeli 1.

Tabela 1. Parametri M i N u jednacini (29)

Uslov M N

3 Sin J 3ccos J
b Malg-Coulomb /3 Cos ® — Sin © Sin J  |/3 Cos©- Sin® Sin
6 Sin 6ccos I
2. Konus kompresije m m—
3. Kompromisni konus 2 Sin 2 ¢ Cos
6 Sin 6 c Cos (J
4, Konus ekstenzije m m
3 Sin 3c Cos (JJ
5. Drucker-Prager me me

OPRAVDANOST PRIMENE USLOVA TECENJA
U ODREDPIVANJU OPTERECENJA LOMA TLA

Definicija plastiénog ponaSanja materijala sadrzi uslov teCenja i zakon
teCenja. Za elastoplasti¢an materijal sa ojaavanjem tzv. asocirani zakon teée-
nja izvodi se iz uslova tefenja ¢ija povrSina postaje povrSina plastiénog poten-
cijala. Ona se povecava zadrzavajuéi isti oblik i poloZzaj a pravac plasti¢ne
deforamcije je upravan na povr§inu. Ovakvo ponasanje karakteriSe prirastaj
zapremine elementarne prizme materijala (tzv, dilatancija) ako u uslovu tede-
nja figurira prva invarijanta napona. Stvarni, eksperimentalno odredeni pri-
rastaj zapremine znatno je manji (osim za zbijeni pesak), pa se zbog toga
uvodi tzv. neasocirani zakon tedenja pri kome nema dilatancije i povrina
plastiénog potencijala se ne poklapa sa povr§inom tefenja pa pravac plasti¢ne
deformacije nije upravan na nju.

Pomoc¢u zakona tecenja racuna se veli¢ina opterecenja loma tla pri
cemu uslov tedenja ocigledno ima fundamentalan znacaj. Intenzivna istraziva-
nja adaptiraju klasi¢ne i donose nove uslove tefenja tla u skladu sa eksperi-
mentalnim rezultatima. Oni ukazuju da povrSina telenja treba da bude bez
uglova, da lezi izmedu roglja Mohr-Coulomb-a i konusa aksijalne kompresije,
sa zaobljenim temenim delom s obzirom na rapidno opadanje ¢vrstoée u zoni
zatezanja, sa izvodnicom zakrivljenom analogno anvelopi Mohr-a i sa elipso-
idnom »kapom« kojom je povr$ina tedenja zatvorena i u zoni pritisaka, koja se
uveéava i udaljava za materijal sa ojatavanjem.

Pokazano je da uslov Mohr-Coulomb-a viSe odgovara eksperimentalnim
rezultatima nego proSireni uslov Tresca-e i konus kompresije Von Mises-a
»2« na Sl 10. i da sva tri koincidiraju za © = 30° (Bishop, 1966). Za ravnu
deformaciju vazi i primenjuje se uslov Mohr-Coulomb-a u vidu (22) ili (23),
koji je dovoljno jednostavan,
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S obzirom da ¢vrstocéa i nosivost tla zavise od efektivnih napona, neo-
phodno je pored pravilnog izbora uslova loma uzeti u obzir i uslove drenira-
nja. Uslovi dreniranja tla utiéu na veli¢inu opterecenja loma i na izbor uslova
tedenja prema slede¢em: u nedreniranim uslovima ravne deformacije normalno
konsolidovanog tla stvarno optereéenje loma je manje nego prema uslovu
Mohr-Coulomb-a pa s obzirom da © teZi nuli moZe se koristiti konus aksijal-
ne ekstenzije (»4« na Sl. 10.); u dreniranim uslovima, pri kojima se javlja
oja¢avanje, © varira Sire a opterecenje je blizu onog prema Mohr-Coulomb-u
1 neasociranom zakonu tefenja pa se mozZe primeniti kompromisni konus (»3«).
Slika 11 (Naylor, 1978) prikazuje puteve napona i odnose napona loma za
oba uslova dreniranja i za razli¢ite uslove tefenja oznalene kao na sl. 10.

-
= 2
X | qdz
o
9us 3
1000 gy, 003
A
Qds _
750,50

1S
(S3]

Quz2

500 |-
Zad i

~30°
K;\ C=0
nedrenirano drenirano
0 i . )

Sl. 11. Uticaj uslova te¢enja na napon loma pri razli¢itim
uslovima dreniranja

Vidi se da su u derniranim uslovima napon loma i uticaj uslova
teCenja znatno veéi nego u (elastitnom) stanju sa sprefenim dreniranjem.

Zienkiewicz i dr. (1975) probleme stabilnosti tla reSavaju istim postup-
kom za razli¢ite uslove tefenja i uporeduju reSenja trazeé¢i ono koje se najvise
slaZe sa eksperimentalnim podacima. Tako i Humpheson i Naylor (1975) nu-
meri¢ki, metodom kona¢nih elemenata, odreduju optereéenje loma tla ispod
fleksibilne stope za sve uslove loma sa Sl. 10. Za kruZno optereéenje (B = 3m)
opterecéenje loma prema »1« bilo je na sredini izmedu optereéenja prema »2«
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i »5« koja su od prvog odstupala za %30%. Kako se vidi na Sl 12, opterecenje
loma za trakasto optereéenje prema uslovu »l« blizu je onog prema »5« a
vie nego dva puta je manje od onog prema uslovu »2« Rezultati na bazi
asociranog i neasociranog zakona tefenja se malo razlikuju.

2500 -
?;
konus kompresije
200
E
=
= / ,
e 9500t kompromisni konus
oy
>
ﬁ , konus ekstenzije
T Mohr-Coulomb
& 1000 Drucker—Prager
o
i
i Po
LB=3m,  B/L=0
500 | E=210My/m”
V=03 |
C = 70KN/m
@ = 20°
¥ =0
0 = 1 |
0 25 50 7.5

SLEGANJE [cm]

Sl. 12. Uticaj uslova tefenja na optereéenje loma dreniranog tla
ispod trakastog elasti¢nog temelja (asocirani zakon tedenja).

Odavde se zakljutuje da konus aksijalne kompresije ne treba koristiti,
jer daje nesigurne rezultate, a da uslov Mohr-Coulomb-a moze dati greSku na
strani sigurnosti (nosivost manju od stvarne), $to bi moglo biti potvrdeno
eksperimentima.
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ABSTRACT

CLASSICAL YIELD CRITERIA FOR SOIL AND
JUSTIFIABLENESS OF THEIR APPLICATION TO
SOIL BEARING CAPACITY ESTIMATION

It has pointed at significance of yield criteria in forming of nonlinear
material models founded at theory of plasticity and a general yield criterion
for an isotrope material with regard to work hardening has described in
the paper. The classical yield criteria for soil have presented and a new form
of Mohr-Coulomb criterion like a general yield function where other ones like
special functions result from has derived. The conclusions about justifiable-
ness of the application of separate yield criteria to the soil bearing capacity
estimation, on the basis of bearing capacity calculated for diferent yield
criteria by finite element method and experimental data from bibliography,
have presented.



